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Resumen: 'E:n este Trabajo se preserifá- w'ia métcdoTCg!a~esoecf3roar·a T'ésolver< 'l'd 

ecuación de Hamilton-J.acobi-Bellman asociada a la función de costo 6otimo de 

p¡-·oblemas de control de sistemas detet·minísticos en el ca.s•:J estacionari>:J. La misma. 

c.:¡nsiste en utilizar una. oer·tur·bacion singul.;¡r del operador diferencial 

intet•viniente en la ecuación de Ha.milton-Jacobi-Bellman y esquar;.as de 

discr·etización especiales para el gradiente de la función de costo óotimc•, basados 

en al método de las difer-encias finitas. 

Estcs esquemas satisfacen un Principie) de f"-1áxirna Discr·et.o: lso que implü:::a. la 

estabilidad ~ conver·'";encia del método, así come la posibilidad de utilizar 
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!-Introducción 

Se oonsioier·a en ests> tr·ab.:t.jo un problema de control Óptimo de sist.ema.s dinámicos 

descr·iot.os por ecuadc•nes diferenciales ordinarias. Se estudia el ca.so 

est-aci~T!2i·io 1 r-ealizando discr·etizac:iones Ol""'ient.adas a preser·'v'ar· para el pr-oblema 

apr·o:.-t~i.:;JE.ckl 1 las car·act.erist.lc-:l:S de linealidad en los contr';:Jles del pr-oblema. 

origina.l; de est.a forma las opt-imizaciones puntuales que apar·ecen en la ecuación 

de Hamilt.on-Jacobi-Bellman (H-J-B) r·esultan ser pr·ogr·amacionE<s lineales, que al 

E>star definidas sobr·e r·estr·icciones de tipD hipE'rcubos pueden ser· solucionadas 

directamente por· inspección de los coeficientes que multiplican a los controles. 

tl sistema tr·at.;;.dD tiene una evolución dinámica descripta por· el sistema de 

ecua.ciones dit'erenciales ordinarias: 

dx Hx(t:',o.,¡(t.J) 
dt 

x(Ol )(¡¡ 

siendo 

m 
Hx,>~)= f 0 (xl + ;:E f i(x) wi 

i=i 

(1) 

donoe X¡:; E n , el dominio n C ;¡¡,·• es acotado y se supone que para todo t. ¿ o el 

est.acb del sistema x(tl E n na trayector-ia del sistema no sale nunca de n ) 
Las políticas de c¡ontrol: 

y(.) : (O,oo] -+ V 

Y= [ Y1,min ' '=h,max J ... ( Ym,mir, , Ym,max J 

son funciones medibles y se supone que: 

f i (X) t:!S una funci6n continua '=' acotada de x E ü !:1 c:¡ua además se satisface: 

(2) 

Bajo e.stas condiciones se demLlestra (para cualquier contr·ol •;~O arbitrar·io) la 

existencia '::1 unicidad de la S•:Jlución de (1) [51 

A este sistema dinámico se le asocia el funcional de oosto J(x0 ,\:JO). Si '::10 es. una 
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woli.t.ica ar·bitr-.~r-·la. de C()nt.rol, J toma la forma: 

.J<xo/~( )J=f (loe::( t.) 
o 

-o;t e dt e::: 

t:..l ob.Jeti'-/O del problema es encont.r·ar· 1.3. PL)litica de control "Q(.) que minimiza el 

funcional J 1 es decir· t.al que 

, y()) =inf 
y(.) 

Los coeficient-es Lb:) n. ·-t %1 que ir1ter·._;ienen en la. función de costo inst.ant.áneo 

rn 
loíx<t:• + ¿ l¡(x(U) '='i(t) 

i=i 

son funciones continuas, acotadas y satisfacen: 

L <x) 
1 

o:. es el coeficiente de act.ualización y Ee sup~:•ne 

!I-Del'inición de la función de costo Óptimo 

La función de cost.a Óptimo se define 

inf J(x0 .• ~O 
';1(-) 

('>/er [5] pág 9). 

(4i 

de la función costo Óptirnc~ s la lipschitzi.a.nidad de la misma .. Mas aUn_, debido a la 

f"t)¡-·rna. especial Clinea.l en '::l.) de la dinámica (1) ~ del ci:1st.o .J! exist-e Lina colit.ica 

Óptimd. ~a. que: 

a) J es c:ont.inuc' en la. t-opología f-débil de L 00 ((c:r1co)_; ~m) 

de la cc!n\,·exidad de -·-t [71 
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Asímismo se prueba que V verifica la ecuación de H-J -8 asociada: 

min LV=O 
y EY 

siendo 

(6) 

V es llamada la función de costo óptimo !:1 en base a su conocimiento p•.Jeden 

deter·minarse las políticas óptimas de contrql buscadas, por lo que la solución del 

problema original se reduce esencialmente al cálculo de esta f•.Jnción V. 

Para encontrar numéricamente la solución V de (6), se resuelve esta. ecuación de 

H-J-8 en forma aproximada por discret.ización, !"tallando una función V" QUe 

converge hacia V cuando h (parámetro de discretizaoión> tiende a cero. 

m-Pert.l.rbacián singular de la ecuación de H-J-B 

Con vfst.as a obtener eSQuemas de disoretizaoión convenientes se proceda a 

considerar una perturbación singular del operador diferencial int.erviniente en (6). 

La ecuación perturbada tomará la forma: 

donde 

con 

Este operador ·resulta de· analizar, en lugar del sistema determiníst.ioo asociado a 

la ecua9ión (1), el sistema con perturbaciones aleatorias descripto por la ecuación 

estooá.stica de !to. 

'(8) 

donde los wk son movimientos brownianos unidimensionales independientes [61 

Se considera que la dif¡;si6n descripta por (8) se comporta como una difusión. 
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:-·efleiada en la frontera de H; en consecuencia 1;;. ecuación (7) tendrá como 

condición de frontera natural la siguiente restricción 

o 

nk oomoonente k-ésima del 'ver·sor· normal a an 
se t.iene así que 

{ w E W2'"" / verifica \9) } 

(9) 

Puede probarse que cuando o--tO VI:T --+\./ por· lo que en los siguientes párrafos ser· á 

desarr·ollada un-3. metodología para. aproximar 1.../J_ 

La ecuación periAJrbada. de H-J-B puede ser· obtenida también di.r·ectamente aplic.;ando 

la teoría de per-tur·baciones por· r·egulahzaoión de ecuacic;r1es ·e inecuaciones 

varia.cionales (ver [11}), sin necesidad de recurr-ir· a 1nt.erpretaciones 

p¡~obabilístioas de las mismas. 

Asimismo, los esquemas obtenidos a t.ravés ds la pe;-·twr·baoión estocástica del 

sistema pueden ser logrados tambiliin ·:·omo ca.so límite !pasando al caso 

estacionario) de los esq1Jern~s abtenidcs para probl¡;;:mas aet.erministicos E\lolutivos. 

en el trabajo [91 

l\i'~Eonwlar...ión .del ~ mscretizado. 

a)Discretización de n: 
El conjunto n es reemplazado por un cubrimiento n·' formo>.do par nodos x~=x .• Cver 

figura 1) que determinan un enrejado uniforme. 

h = máx {,h1, ~x2}, es llamada la. norma de la partición. 
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b>Discr·etización del conjunto de controles Y: 

El conjunto '{ es r·eemplaze.do DC:•r el conjunto aproximado Y" ¡~ 

siendo 

!~ = .. { E~ 1 +( " ". . )!.. Yj,min =-.j,max - "'.¡,mm n~ k= O,i, .... , n~ } 

c>Disoretizaoión de W: 

Las funciones de ~~ ;;on reempla.:adas por funciones wi'• definidas en los nodos del 

enr·ejado f¡/' 

d) Discretizaci6n de las condiciones de ff-ontera de la ecuación (7). 

Le condición de fronter·a aw=O se discretiza en forma natural: (para el caso de n an 

w~>m,x:/') = w~>(ax.vx2") V xz~> 

wllll1,x:ll>) = w~>(L¡;-t.x1 ,x:li'>) 'V . xz" 

wll(x1", O ) =~~>JI>(x1~>,ax2> V x11> 

wl>(x 1~>,L2> =w"<x1~>,L2-Ax2l 'V xl" 

·lli -;;,n forma similar para el caso gener·al 

La ecuación (7) se di.scr·eti:;,:a de la siguiente forma 

(iQ) 

donde las dis:cretizaciones !J/' bJ V'' del lapia.ciantl y del gradiente están definidas 

r'espt!!ctivamente por: 
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ek= <0, ... ,i, .. ,0) 

es el k-ésimo ver!>or unit.ario. 

Esta f.:::,rma de disrJretizar el operador Le< permite reescribir la ecuación <iO! en la 

forma equivalente: 

vh = Ph vh 
siendc.: 

Cuando 

(11) 

(i2) 

se puede demostrar f'.f<oilmente {!Ue Lil- verific~ un principio d'!! máximo d!.screto 

<ver (8]) y QUe en oon;;acu!f!ncia el. op~arador Ph eE contractivo. Pcw lo tanto existe 

un iJnioO punto fijo V"del opera.dor ph , QUe <:::S la Únloa SOlUCiÓn de la eCt..laciÓn 

d.iscret.iz;¡;da (iOl. 

V> Caracterizaci.m dli! la !Wlt11:~iim mi ¡:;roble~ ~isorat.iz;¡¡;do 

Podemos entonces (bajo la condición (12)) aplicar el teo1'11!ffi<'l dal puntt.:l fi.io [9J '::! 

obtenemos: 

Existe un único punto fijo v" del (.";perador· ph Que SS la Única solución del sistema 

(iQ) 

Queda así caracterizada la soluci6n del problema discretizado "" il.l mismo tiempo el 
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opet--ador· Ph per·mit..e definir· un .a.lgc:.r·it.rna para. calcular· V,~r;, 

VD Solución del poblema discretizado 

La demost.r·ación del teorema del punto fi.jo nc•s sugiere el siguiente alg.:;ritmc;. par·a 
_,, 

computar· \!" 

ALGORITMO 

Pase;. 1 Hacer V v+i = P1 .. , Vv 

Paso 2 Si es 'v'u = \.ILI+i ir a 3, sino, hacer· v=v+i e ir· a 1. 

Paso 3 Hacer Y;, = 'v'u y parar·. 

Est.e algoritm.:J termina en un número finito de pasos o gener·a una s•Jcesi6n de 

elementos l!v que converge a Vn, verificándose la siguiente desigualda.d: 

VID C' .. onvergenoia de las soluciQI"leS aprolÚI!Iadas 

La solución v" del problema discretizado converge uniformemente ha.cia la función 

V (cc•sto óptimo), solución de (6). 

En E!fecto por deformación de dominio, L!tilizando las t.écnicas de regular·ización '::! 

discretización emplea.das en [8J se obtiene que vh -t V. P•Jcliéndose demostrar 
h-+0 

«demás que 

11 vn - v n :::; c.fh 
Lc.s deta.lles completos de estos r-esultados. están contenidos en [21 

VIII) Ejemplo de aplicación 

n = m, :tJ x ro, 1J 

x(Q)= x 0 E · fi 

Ecuación dinámica del sistema 

k=1,2 

Y/) [O,oo) ....¡ [Q, i] 

k=1,2 

i=i .. 2 
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Costo instantáneo: 

l; = C; Y; . . . 
Gr·áfico de discr·etización de .!i: 

Xz. 

¡---- --·--¡-___.,--
1 

i 
1 

' ¡ 
l ¡ 

)(' 

Analíticamente se obtiene aue las políticas de control pueden calcularse 

exactamente en función de los valores de "f, «, ¡31, /32, c1 1::1 cz, resultando los 

controles ophmos constantes en las s1gu1entes zonas 

Yt=O si 1 .0- 0.5 1 < Wt 

Yz=O si I,0-0.51<w2 

Yt=i si 1 ,0- 0.5 1 :1! W1 

Yz=i si 1 .0- 0.5 1 ¿ w2 

donde 

rT""2 
IJ = ...¡x1-+x2-

W:¡¡ = 
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En las siguien~es gráf'icas se muestran algunos r-esultados numér·icas obt.erüdc~s 

con esta metodología, dando las zonas de aplicación (\,1=1 , z=1) de lc•s contr·oles 

óptimos ;,¡ la cor-respondiente evolución del sistema ba.jo estas estr·at.egias. 

Las constantes empleadas. son: 

\= 0.01 

Ct= _0.03 

c 2= 0.045 

131= 0.05 

!32= 0.05 

Ct.= 10 

1= 20 

Gráficas 1 a 4. 

Conclusiones: 

En este trabajo se ha logrado una extensión de la metod>:;logía presentada en [8] al 

caso de control óptimo continuo. L•o esencial del procedimiento es la introducdón 

de una perturbación singular que permite discr·etizar el operador diferencial L en 

la forma indica.da en (11). Esta forma especial de discr;;:tización implica que el 

oper-ador· P¡-, puede escribir·se en for·ma tal oue la operación de búsqueda punttJal 

de mínimo en la ecuación (10) ,-·es•_!lta una. programación lineal sobr·e un hipercubo 

por lo que este Llltimo pr·oblema puede ser· solucionado directamente por inspección 

de los coeficientes que multiplican (en (6)) a los controles 8i· 

Pueden dar-se sin ningun.;;, dificultad condiciones suficientes sobre los coeficientes 

de pertur·bación para que sea válida la car·acterística de contracción de Pr,-

En base a esta propiedad se obtiene no sólo que el problema discretizado tiene 

solución única, sino tambiÉn la estr·uotur·a iter·a.ti\'a del algorítmc• de cómputo !::1 su 

convergencia. El procedimiento tiene la propiedad ele convergencia uniforme de las 

aproximaciones !::1 los ejemplos numér·icos \testeados sobre l..Jn pr·oblema. con solución 

exacta conocida) muestr·an la factibilidad ':1 ef'ic:enci2 del mismo. 
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CONTROL Y1 
30* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * 
29* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * 
28* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * 
27* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * 
26* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * 
25* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * 
24* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * 
23* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * 
22* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * 
21* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * 
20* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * 
19. * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * 
18. * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * 
17. * * * * * * * * * * * * * * * * * * * 
16. * * * * * * * * * * * * * * * * * * 
15. * * * * * * * * * * * * * * * * * 
14. * * * * * * * * * * * * * * * * 
13. * * * * * * * * * * * * * * * 
12. * * * * * * * * * * * * * * 
11. * * * * * * * * * * * * * 
10* * * * * * * * * * * * * * * * * * 
9* * * * * * * * * * * * * * * * * * * 
8* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * 
7* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * 
6* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * 
5* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * 
4* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * 
3* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * 
2* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * 
1* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * 5 10 15 20 25 30 

Grafico I 
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CONTROL Y2 

30. * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * 
29. * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * 
28* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * 
27* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * 
26* * * * * * * * * * * * * * * * ~ * * * * * * * * * * * * * 
25* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * 
24* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * 
23* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * 
22. * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * 
21. * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * 
20. * * * * * * * * * * * * * * * ~ * * * * 
19. * * * * * * ~ * * * * * * * * * 
18. * * * * * * * * * * * * * * * * * 
17. * * * * * * * * * * * * * * * 
16. * * * * * * * * '1: ~' * * * * 
15. * * * * * * * *- * * * * * * 
14. * * )~ * * * * * * * * * * 
13, * * * * * * * * * * * * 
12, * * * * * * * * * * * 
11. * * * * * * * * * * * 
10. * * * * * * * * * * 

9. * * * * * * * * * * 
B* * * * * ~ ~ * * * * * *. 

*-
5* * * * * * * 
4* * * * * * * * 
3* * * * * * * * 
2* * * * * * * * 
1* * * * * * * * 5 10 

Grafico II 

15 
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* * * * * * * * * ;¡:··* .¡;-- :t:·· :r "*- *--* ;¡e- -

* * * ~ * * * * * * * .,. * * * 
* * * * * * * * * * * * 
* * * * * * 25 30 
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