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scuacion de Hamilton-Jacobi-Bellman asociads a la funcidn de costo dptimo de
problemas de cortrol de sistemas deterministicos en el caso estacionaric. La misma
consiste en  utilizar una perturbacion  singular del operador  diferesncial
interviniente ern la eguacidén de Hamilton-Jacobi-Bellmarn y esguemas de
discretizacién especiales para 21 gradients de la funcidn de costo dotimo, basados
en el método de lzs diferesncias finitas.

Estos ssauemas ssatisfacen un Principio de Maximz Discreto, 1o auz implica la
gstabilidad y convergencia del métode, asi como la posibilidad de wutilizar

zlaoritmos iterativos para resclver el problema discretizado
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I-Fintroduccion

Se corsidera en este trabajo un problema de control optimo de sistemas dinamicos
descrintos opor  ecuaciones diferernciales  ordinarias. Se  estudia el caso
estacicnario, realizando discretizzciones orientadas z preservar parz el problema
aproximado, las caracteristicaz dz linealidad en los controlez del problema
original; de esta forma las optimizaciones puntuales oue aparecern =n la ecuacion
de Hamilton-Jacobi—Bellman (H-J-B) resultan cer programaciones lireales, gue al
estar definidaz scbre restriccionss de tipo hipercubos pusden ser sclucionadas
directamente por inspeccidn de los coeficientes gue multiplican a los controles.

El sistema tratszdo tiene una evolucion dinamica descriota por el sistema de

ecuaciores diferenciales ordinarias:

9% _ px(ty,ut)
S = Falgo)

&3]

siendo

flxi= fo00 + % Fil wy
i=1

donge 25 € O, el dominio © C R" es acotado U =e supone que para todo t > D el

estadc del sistema x(t) € §} (1z trayectoria del sistema no sale nunca de & )

Las politicas de control

yt) : [0,e0] 2 Y

sisndo

Y= 1Y min o Yomax - LYy mi o Ymmax 3

son funcicnes medibles 4y se supone que:

Fi (x) @5 una funcién continua d acotada de ¥ € ¥ u que ademds se satisface:
Ifyx) — £CDNLCe e =% 2
i

v X EN
Bajo estas condiciones se demuestra {oara cualguier control gl arbitrario) la
existencia u unicidad de la solucidn de (1) [51

A este sistema dinamico se le asocia el funcional de costo Jzou(y 81 ull es una
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oolitica arpitrariz de conbrol, J toma la forma:

m
{aizit) + 2

i=1

w2 gt

El ohjetivo del problema =3 encontrar la politica de comtrol S0 gue minimiza =l

furcionzl I, es decir tal que

Tixg , QO =inf . JTixe,ulh
i

Los cosficientss 11(;:) : 1 =+ R, gue intervienem en la funcion de costo instantaneo
« rrl rq ne
g = lglx(td +Z 1;0elb)y gt
i=1
sor funciones cortinuas, acotadas u satisfacen:
ili(x)—liii‘}éiclﬂz—;ll (43
para ura constanta Gy » 0, %, X € &
2 es el coeficiente de actualizacidon u se supon:2
N (o trtureast}
(L ) LF' max \ !5l’mln e Sl,max
i=1 1 ’
II-Definicion de la funcidn de costo Sptimo
La furncidn de costo optimo se define
[t

Vg = inf Tlag, 9 )
i

(ver [5] pag 9.

Bajo las cordiciones dadas para £y 1l (ver [5] paas 28 se demuestra la

de la furncian costo dotimo o la lipschitzianidad de la misma. Mas alm, dshido a la

2 una politica

forma especizl (ineal en Ul de la dinamica (1) 4 del
fptima ws gue:

2) 7 es contirun en la topologia #-débil dz L™(@een ™)

by el conjuntoc de las politicas admisibles es compacto bajo estz topolooia en virtud
de 1z convexidad de v [Tl
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Asimismo se prueba gue V verifica la scuacitén de H-J-B asociada:

min  LV=0
gy

—
m
=

siendo
LW =WWf+l-alVx0

V ez llarnada la funcion de costo ootimo 4 en base a su conooimiento pueden
determinarse las politicas optimas de control buscadas, por 1o que la solucion del
problems original se reduce esencialmente al cdlculo de esta funcidn V.

RPara erwontrar numéricamentz la solucion V de (€), se resuelve esta ecuacidn de
H-IJ-B en forma aproximsda por discretizacién, hallando una  funcion VWV gue

converae hacia Y cuando h (parametro de diseretizacidn) tiende a cero.

Ni-Perturbacion sinmular de 1a ecuacion de H-J-B
Con vistas a obterer esguemas de discretizacién convenientes se procede a
cansiderar una perturbacion singular del operador diferencial interviniente en (6).

La scuacidn perturbada tomara la forma:

3
3

N o1 ¥
min  LglV 7 )=0
wEY

donde
Lt D= agV® + T 41— aV”

con

. i a%
A = L), ==
¢ k=1 o axy,”

Este operador resulta de’analizar‘_. en luoar del sistema deterministico asociado a

la ecuacion 1), el sistema con perturbaciones aleatoriaz descripto por la ecuacion

estocéstica de LA,

T
de = fi) db + 3 RiZ’Uk = =
| k=d i

donde los Wy, SOM movimientos browniancs unidinensicrales independientes (61

Se considera oua la difusion descripta por (8) se comporta como una difusisn,
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reflejada en la frontera de {}; en consescuencia la ecuacidn (7) tendrid como
cordicidn de frontera natural la siouiente restriccidn
i A0
3V =0 ()]

> N, =
k:ikaxk ke

. componente k-ésima del versor normal a 30
se tiene asl que

Ve W= {we ™/ verifica @ }

Puzde probarse gue cuando o-0 VY] por lo gue en los siguientes parrafos seri
metodologia para aproximar V7.

La ecuzcidn perturbada de H-J-B puede ser obtenida también directamente aplicando
la teoria de certurbaciones por reaularizacion de ecuacicnas & inecuaciores
variaciocnales (ver [14D, sin necesidad de recurrir 2 interpretaciones
probabilisticas de las mismas.

Asimismo, los esguemas obtenidos a través de la perturbacidon estociastics del
sistema pueden . ser loarados tambiérz como  cazo  limite  (pasando al maso
estacionzsrio) de los esguemas oblenidos para problemas deterministicos evolutivos

en el trabajo [9]

_MN-Formulacidn del problema discretizads
aDiscretizacién de §¥
El conjunto (&t es reemplazado por un cubrimiento 0° formadn por rodos x',:=x‘, (vef
figura 1) que determinan un enrejado uniforme.

h = max {4z, Axgl, es llamada la rnorma de la particion.
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pIDiscretizacion del conjunto de controles Y:

El corjunto Y es reemplazado por el corjunto aproximedo VP o= 10 1B
gierdo

oo f gk ooy, gk = }

1 "‘..{ €7 & = Yinintl Yimax UJ,mxn)ng v k=04, nf

oDiscretizacidn de W
Lasg funciones de W son reemplazadas por funciones w" definidas en los nodos del
enrajado OF

d) Discrstizacidn de las condiciones de frontera de la ecuacidn (7).

an

aﬁ:ﬁ se discretiza en forma natural: (para el caso de

La condicién de frontera

rechangule)

wWh(0,xah) = whidx,,x5h) Y xgh
WL gxph) = WALy B, xgh) ¥ xgh
WP, ) =wh(x b Ax,) oxgh
WX B L) =ih(xy P Lp—Ax%s) Y oxyh

y &M forma similar para el caso general

La ecuacion (7) se discreliza de la siguiente forma

min L3 ¥ =0 U
%

LG wh = AF w? + TPWhf 4+ 1 - aw
donde las discretizaciores 8" u U del laplaciamo u del gradiente estan definidas
respactivamente pbr: ’ .

Whx+e A% )P (x—e, Ax) )= 2ZWh(x)

n
Al wh =% o
v k§1 k (Axk)z

m
Vnhf = Yubfy + 3 Vb F; w;
i=1
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n wh(x+ekﬁxk)—w"(x-eg§xk)
Vwhf =" 4100
1 k=1 2 Axk ik
donde
fio=f . oFyn ) =04, ., m
Y

e.= (@, . .i...,0
es el k-ésimo versor unitario.
Esta forma de discretizar el operador Ly permite reescribir la ecuacién (10} en la

forma esquivalente:

=h =h
Vo= PV
siendo:
n whlzde Ax, IHwb (X~ Ay )
PhNh(X“xz) = i { o.k -j- kAxK + 2( k )K -+
k=4 (Ax)

(2 é}vktidxk)'z+ cc)

0 whlade, A, )—whx-; A, )
+ 24Kk i Xy

?Dk(x) B e IQ(X) <

k=0 2 bx,
X wh(x+ekAxk)—i~rh(x~ekaxk) :
+ min, [ k=1{ T b+l } gy » RER
Cuando
o 2 (1 Fo I 1_21 Wi ) = 12

se puede demostrar fipilmerte oue LY verifice un principic de méxime discreto

(ver [BD) y que en consacuencia el operador P es contractive. Por lo tanto axiste
O s =h o o2 s

un dnico punto fijo Videl operador P, gue es la onica solusidn de la ecuacion

discretizada (10).

V) Caracterizacién de la sclucién dsl problana dissretizads

Podemos entonces (bajo la condicion (129 aplicar al teorema del punte fije [91 y
obtenemos:

Existe un Unico punto fijo U” del operador P, gue es la Unica solucidn del sistema
1.0,

(lueda asi caracterizada la solucidn del problema discretizado u sl mismo tiempo el
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. _ . =k
operador Fp permite definir un algoritmo para calcular V'
VD Solucion del poblema discretizado
La demostracion del teoremz del punto fijo nos sudiere el siguiente algoritmo para

=k
computar V.

ALGORITMO
Paso 0 : Tomar Yo € WP, hacer =0

Paso 1 : Hacer V.4 = Fy Vy

[N

Faso 2 : 81 es Vy = V.4 ir a 3, sino, hacer v=v+1 e ir a 1.

oP
t Hacer V' = VY, u parar.

9]

Paso
Este alaoritmo termina en un numero firito de pasos o gerera una sucesion de

=h ips s Lo .

elemertos V, que converge a V', verificandose la siguiente dasiguzldad:
v TP d Wy vl
Ve =Y L8 ¥W Vo=V

VID Corwergencia de las soluciones aproximadas

La solucién k—’” del problema discretizado converge uniformemente hacia la funcion
V (costo optimo), solucion de (6). »

En efecto por deformacion de dominvio, utilizando las técnicas de reagularizacion u
discretizacion empleadas en (€] se c-btiené que Uhh-_:D V.  Pudiéndose demostrar

ademas gue

197 —vi<cdn

Loz detalles completos de estos resultados _estén contenidos en [21.

VIII) Ejemplo de aplicacion
0 = {0, 11 x [0, 11

%= xq € N
Ecuacion dinamica del sistema
‘Fok= g k=1,2

Ay xf—{-x»f-— k=) %

3 k=1,2 i=1,2
> ~‘ x5 4%z

fie= —B8; sat {
ik i == z

() 2 000 o 10, 1] ) i=1.2
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Costo instantaneo:

lofty = 7 ( JxP42" — 05

[

Grafico de discretizacidon de (&

%

— 1 —

'S SO
.

Arnaliticamente se obtieme aue las politicas de

exactamerte en funcidon de los valores de 7, a, £

control

<!

=y
T

Cy
i

121

pueden calcularse

-
Lz

resultando los

y=0 =i 1 0—-051< wy

=0 si |9— 051 ¢ w

=l si 10— 0513 w

yp=l =i 10— 0512 wp

donde

-1061-

ootimos comstantes en laz siguientes zonas



En las siguientez graficas == muestran alounos resultados numéricos obtenidos
con =sta metodologiz, dando las zornas de aplicacion (u=1 |, z=1) de los controles
optimos u la correspondiente evolucidn del sistema bajo estas estrateoias.

Las constantes empleadas som:

A= 004
cy= 003
c= 0.045
8,= 005
= 005
a= 10
T= 20

Graficas 1 a 4.

Conclusiones:

CEm este trabajo se ha logrado una extension de la metodolooia presentada en [B] al
caso de ,i:ontrol optimo comtinuo. Lo esenci;l del procedimierts es la introduccion
de una perturbacidon sinaular que permite discretizar el operador diferencial L en
la forma indicada en (11). Esta forma espscial de discretizacion implica cus al
operador Ph pue=des ascribirse en f‘_orma tal cue la operacion de bisoueda puntual
de minimo en la ecuacidn (10) resulta uma programacion lineal scbre un hipercubo
por lo gue =ste Ultimo problema puede ser solucionado directamente por inspeccidn
de los coeficientes gue multiplican {en (&) a los controles i
Pueden darse sin ninguna dificultad condiciones suficientes scbre los coeficientes
de perturbacidn para oue sea valida la_ caracteristica de contraccién de Pe.

En base a esta propiedad se obtiene ro s0lo oue el problema discretizado tiene
solucidn Unica, sino también la estructura iterativa del algoritmo d= computo 4 su
convergencia. El1 procedimiento tiere la propiedad de convergencia uniforme de las
aproxim;ciones 4 los ejemplos numéricos {(testeadcs sobre un problema con sclucidn

exacta conocida) muestran la factibilidad g eficienciz del mismo.
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CONTROL Y1
30% sk % % kK K K ok ok K oK K ok K XK XK X Xk X X X XK X X Kk X X K X X

20% ¥ X K K K K K X K kK K X K k K K XK K K K K K K X Kk kK X % X

28% X X % K K K K Kk K K K K K K K K K K K XK ¥ K XK XK XK X X X X

27k ¥ K %k K Kk Xk K K K X k% K XK X X X ¥k X X X X X X X X X X X X

26% X Xk k Kk Kk K X Xk K K X K X X X X ¥ X X ¥ X Xk X X X X X X X

25% X K X X X K X X X Xk K X X X X X %X X X X X X X X X X X X X

K oK K K ok K 3k K ok ok K X X X Kk kK XK K X X K K X X X kK X X

23% ¥ Xk kK XK XK K K 3k X Xk X K X X X X Xk X k Xk X X X X X X X X X
22% X Kk kK K K X K X K K X K X K X X kK X X %k X Kk X X X X kK X X

24% K

21% Kk K K K ok K K & K K XK ok K ok ok ok ok k X %k k Xk Xk X% X Xk X Xk X
20% % K k kK K K X K X K X k k¥ X X X k X )k X X X ¥ X X Xk X X X

¥ K K K K X K X X X X X X Xk X X X X ¥k X X X X X

19.
18.
17.
16.
15.
14.
13.
12.
11.

ok K K %k K kK X X Xk X XK Xk X Xk X X X % X X

X Ok X X X X X X X X X X X X X X X X X

X X X X X % % X X % X X X X X ¥k X X

X X XK K %k X X X X X X ¥k X X X X X

X %k % k Xk Xk X X X Xk ¥ X X X X X

X Xk X X %k X K % % X X X X ¥ X

.

X K X XK % X X X X X X X X X

X %k kK X Xk X X X X X X X X
X 3k X X X K Xk X X X X X X

10% % X % *

XX X X X X X X X X X X
X X X X X X X X X X X %

9% %k X X X X X

8% X% X X X X X X

X X %k Xk %k X X X X X X X

Tk % X %k %k %k %X X %

® K K ok %k Kk K kK kK kK X

BX% X X X X X X X X

X Xk X X X X X X% X% X X

ok kK X X K K X X X
4% % Xk Xk X X X X X X

=]
o

X Xk X% X X % X X X X X
X X X X X X X X X X X
X X X X X X ¥ X XK X X
X X X X %k X X X X X X

20

d& K K Kk K X X K X X

oK% K Kk K K X K K K X

30

25

15

XOXOK X ¥ X

1% % x X

10

Grafico I
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CONTROL Y2

WK

¥ OK oK K kK X kK XK ok ok XK X ok Xk Xk ok ok ok oK ok K ok X X

30.

X oK X K kK % R ¥ K K X K Kk X X ok ok X X X K X X X X X
%ok K K K koK kR Ok koK K X X ok X koK X ok X XK X X K

DT k ok K % Kk % K K K K K K k %k Kk % k Kk kK Kk kK X kK X X X ¥ %k X

29.

k4

28% x X

26% X kK ok kX K K Xk ok kK K X X ¥ K %k K X X K K XK K K X X K X X

25% X k ¥ ok XK K K K K X ¥ X X % X X X X X X K X ¥ X X X X % X

24% % % % % Kk X % XK Kk kK Kk %X kK kK k K k X % Kk %k X % X k% X k X X

23% K K K K K K K K X K X ¥ K K XK K X Xk K X XK XK X XK X X kK K X

R R EE E R E T TR
R R E R EE R E R R
33 % M N N N K OO K R K N
R R R R EEREE X
WO M KT I M S M M H R N N
SRR E R E R E E T E R "
R R R E E E R E E R EEEES
I E R E R E R EE X
R R EE R EEEE X
R E R R E R EE EE R R
R R R E R EEE R
R R E R E R E RS . -
R EE R E R R .
H O R K K K N K
IR E R
H O W K X ¢ ..
H K K K ¥ .
%O K N . .
*® % % .-
% % % ..
%* ¥ - . .
* % -
P32 - - -
3 e e & = . e -
B3 -
3 -
- - 3
- - - - v*
- - . -*
TN N v v v v v v e

R R EE R R

* %

X
*

I 5t
% % %
Hoak
#
3 ¥
% 3

*

® X F

-3 3

*

X

X .
4% X X X Xk X X X

X kK X X X X
X & XK K X X
KoK ok K K X

3% Kk K K % X ok %

2% X X X X X X X

30

‘20

15

1% X % X % % % X

10

Grafico II
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FAXIMO = +.96RE+B0

UALOR FINAL = +. 484E+@0

5?\__\.'.
H_-H‘\-\\
e —

8! 250 C see 1
Grdfico III

HAXINO = +.800K+80 UALOR FINAL = +.430E+00

'\-\\

el e © see 1 ‘

Grdfico 1V
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